Troisieme Lecon

Systemes dynamiques chaotiques

(hyperboliques)

— Transformations dilatantes (non inversibles)
— Difféomorphismes d’Anosov

— Hyperbolicité non uniforme, exposants de Lyapounov



TRANSFORMATIONS DILATANTES

X — T (ou I8

T : X — X est dilatante s’il existe A > 1 tel qu’on ait

disti@zy By = Ndist(a 1)

quand z,y sont assez proches. Au niveau infinitésimal

|T'(z).v|| = Aljv||, pour tous z,v .

Il existe donc gy > 0 tel qu’on ait
distilEt 2 )\ dist ()

bt que dist (Flaln, Tis ) = &)

En particulier, pour tous z, y distincts, il existe n = n(z, y) tel que

disti(lin, Bly)= e) (expansivité)



LA PROPRIETE DE POURSUITE

PSEUDO-ORBITES : Soit § > 0. Une suite (zg, z1,...) est une
d-pseudo-orbite pour 7" si on a, pour tout entier n

disei i@, | o) <10

Exemples 1. Erreurs d’ arrondi dans une simulation numérique.

2. Connaissance imparfaite de la transformation & itérer.

La pseudo-orbite (xg, 1, ...) 7n-poursuit la vraie orbite (z, Tz, T?x, . . .)
sl on a, pour tout entier n

st ) <

Théoreme : Supposons T dilatante. Il existe C' > 0 tel que, pour tout
0 > 0 assez petit, toute d-pseudo-orbite C'd-poursuit une (unique)
vraie orbite de T
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Seit. T + X —» X une transformation dilatante.

SiT: X — X est assez proche de T' (et 1" assez proche de T"), alors
T est aussi dilatante.

De plus, il existe un “changement de variables” H : X — X tel qu'on
it — HoF okl "

(H et H~! sont continus, mais en général pas différentiables . ..)
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MESURE “PHYSIQUE”

Une transformation dilatante possede de nombreuses orbites périodiques
et donc aussi de nombreuses mesures de probabilité invariantes . ..

MAIS il en existe une et une seule qui soit donnée par une den-
sité par rapport a la mesure de Lebesgue sur X (elle ne charge pas
les parties de mesure de Lebesgue nulle). Elle est ergodique.

C’est la mesure invariante “physiquement observable” : si ¢ est une
fonction continue sur X et x est un point “pris au hasard”, on aura

(théoreme de Birkhoff) :

_ o | ;
vim o X e(Te) = [odp

La mesure physique est mélangeante, avec décroissance exponentielle
des corrélations.



STABILITE STOCHASTIQUE

o-pseudo-orbite aléatoire : Dans la suite (de variables aléatoires)
(Z0, %1, ..., Tn, .. .) les “erreurs” z,, 1 —T(z,) sont d’ordre 6 et indé-
pendantes. Le point xg est choisi au hasard.

Principes généraux : presque stirement, pour tout ¢ € C'(X)

e
v Z e@) — [ edu

pour une certaine mesure de probabilité ps.

Stabilité stochastique : Pour toute fonction continue ¢

[ odus — [ pdu



AUTOMORPHISMES LINEAIRES
MBERITIRIB@EIOTES S GE

A = (a;;) matricen X n, a;; € Z, | dét A| =1

(donc A" est aussi & coefficients entiers)

A définit une application linéaire de R™ dans R”
vérifiant A(Z") = Z"

donc définit aussi une transformation inversible de T™ dans T".

Définition : A est hyperbolique si aucune valeur propre de A n’est
de module 1.

On a alors R"=FE°@ E*
avec Ef={v,Av — 0}
E*={v,A"v — 0}
Ona E°NZ" = E*NZ" = {0}.

Les images de F° et E* dans T" sont denses.



AUTOMORPHISMES LINEAIRES
HYPERBOLIQUES DE T (suite)

AR
e\

‘ =t 14 -4
) . A= (~1 2 )
La mesure de Lebesgue sur T™ est invariante par A.

Elle est ergodique et méme mélangeante, avec décroissance exponen-
tielle des corrélations.



DIFFEOMORPHISMES D’ANOSOV DE T"

Soit T" un diffomorphisme de classe C! de T = R™/Z".

C’est un difféormorphisme d’Anosov §'il existe en chaque point
x de T" une décomposition T, T" = E*(z) & E*(z) telle que

1. continuité F? et E" dépendent continument de z

2. invariance T1'(z) E*(x) = E*(Tz),

i G i o) — T (R )

3. contraction Il existe C' > 0, A > 1 tel qu’on ait

e pour v € E%(z),n >0 [[(T")(z)v]| < CAT"||v]],
o poliy & Bl(wiin 0 (1 (eiull < G|

— Un automorphisme linéaire hyperbolique de T™ vérifie ces propriétés.

~Si T est un difféomorphisme d’Anosov, et T est assez proche de T’
(au sens C1), T est aussi un difféomorphisme d’Anosov.



PROPRIETES DES DIFFEOMORPHISMES
D’ANOSOV

e Expansivité : pour tous z, y distincts, il existe n = n(z,y) € Z
tel que
dist (T "z, Ty) > ey

e Poursuite : pseudo-orbites et orbites sont indexées par Z.

e Stabililté structurelle : On écrit
Tz = Az + ¢(x)

avec A automorphisme linéaire de T" et o Z"-périodique.

ALORS, A est hyperbolique et il existe un homéomorphisme H
de T" tel que

T=HoAoH (FRANKS)



PROPRIETES DES DIFFEOMORPHISMES
D’ANOSOV

e Expansivité : pour tous z, y distincts, il existe n = n(z,y) € Z
tel que
dist(F i) =

e Poursuite : pseudo-orbites et orbites sont indexées par Z.

e Stabililté structurelle : On écrit
Ty = Az + ¢(x)
avec A automorphisme linéaire de T™ et ¢ Z"-périodique.
ALORS, A est hyperbolique et il existe un homéomorphisme H

de T™ tel que

T=HoAoH™ (FRANKS)



FEUILLETAGES STABLES ET INSTABLES

Soit T" un difféomorphisme d’Anosov.
We(z) ={y € T", dist (T"z,T"y) — 0},
W () Ay T2, dist (T"%, TTy) — 0}
Wae (@) — g e Sdist (PR, 1)) < e pour tout = 0]
= =R dist.(T”:(;,T”y) < gy pour tout n <0}
W?(z) = Unso T7"(Wi, (T72))
Wi(z) = Unco T"(Wg, (177))
e o)) =), B ()) (€ VS (D)

()= e (), T () € Wik (T o)



FEUILLETAGES STABLES ET INSTABLES
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\ e
- 7 v\
, \\ \
\
/’, \\
f W)
. E N (T
W@:Lc ("7\ : &:' : =
, ' e W (T
W el i e T
e 7




MESURES PHYSIQUES

Si A est linéaire hyperbolique, d’aprés le théoreme de Birkhoff, on a,
pour Lebesgue presque tout z et ¢ € C(T")

S 0(@) — f pl@) do

En général, il n’existe pas de mesure invariante par T qui ait une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue. On montre cependant
qu'il existe des mesures de probabilité invariantes p, y_ telles qu’on
alt, pour toute fonction ¢ continue sur T" et Lebesgue presque tout
point z de T"

1

S Sve@ — [ @) di),

~Sve () — [ o) du(e).



LE THEOREME ERGODIQUE
MULTIPLICATIF D’OSELEDETS (1968)

X, espace des phases

T: X — X (inversible)

p mesure de probabilité invariante ergodique

Il s’agit de comprendre les dérivées (T™) () lorsque n — =+oo.

En p-presque tout point 2 € X, on aura une décomposition de 'espace
tangent en x en une somme directe

E(z)® Esy(z)® ... E(z) ;

les sous-espaces E1(x), ..., E.(x) sont associés & des nombres
A1 > Xy > ... > )\ (exposants de Lyapounov) tels que



EXPOSANTS DE LYAPOUNOV

1. Invariance 7"(z)E;(z) = E;(Tz)
2. Pour v € E;(x),v #£0

lim — log [[(T™) (@)l = A

n— =100 n

Exemple : Pour un automorphisme linéaire d'un tore A, la dérivée
A'(z) est constante égale & A et les ); sont les logarithmes des
modules des valeurs propres de A.

Hyperbolicité non uniforme : aucun des \; n’est nul.
Probleme : identifier une mesure de référence u

Beaucoup de travaux dans cette direction actuellement . . .



